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ПРОЕКТИВНЫЕ КОНФИГУРАЦИИ
НА ПРОЕКТИВОГРАФИЧЕСКИХ ЧЕРТЕЖАХ

Предложена оптимизация компьютерного метода получения новых форм 
многогранников на базе проективографических чертежей (следовых эпюров). 
Предлагаемый метод основан на использовании закономерностей, имеющихся 
между прямыми, входящими в состав чертежа, — известных конфигураций про-
ективной геометрии (полных четырехсторонников, конфигурации Дезарга, конфи-
гураций Паппа и др.). Подробно рассмотрены процедуры анализа проективогра-
фического чертежа на наличие в нем конфигураций полного четырехсторонника и 
конфигураций Паппа.
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В процессе работы над получением новых многогранных форм проекти-
вографическим методом, разработанным В.Н. Гамаюновым [1—4] на основе 
известных моделей многогранников [5—10], на первом этапе работы требуется 
рассчитать параметры проективографических чертежей, а затем их построить.

Возможны два подхода к получению проективографических чертежей 
компьютерным методом. Первый вариант основывается на использовании ап-
парата аналитической геометрии [11—15]. При этом вначале рассчитываются 
параметры многогранника (ядра системы плоскостей), затем получают уравне-
ния плоскостей граней этого многогранника и, наконец, получают уравнения 
прямых — следов плоскостей граней на выбранной эпюрной плоскости. Такой 
способ на всех стадиях своего применения требует использования алгоритмов 
арифметики с плавающей точкой, что, с одной стороны, приводит к некоторым 
потерям точности результатов, и, с другой стороны, большим затратам машин-
ного времени на выполнение этих операций по сравнению с операциями цело-
численной арифметики [16].

Другой вариант может основываться на построении проективографиче-
ского чертежа, используя определенные закономерности, имеющиеся между 
прямыми, входящими в его состав. Так, например, в любом проективографиче-
ском чертеже имеется ряд известных из теории проективной геометрии конфи-
гураций — полные четырехсторонники, конфигурации Дезарга, конфигурации 
Паппа, конфигурации Паскаля и др. [17—19]. Поскольку состав этих конфи-
гураций инвариантен по отношению к проективным изменениям исходного 
ядра, то, зная их, можно избежать расчетов при решении уравнений по нахож-
дению прямых проективографического чертежа аналитическим путем, полу-
чая их на основании принадлежности к той или иной конфигурации. Таким 
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образом можно получить определенный выигрыш как в точности получения 
результатов, так и в затратах машинного времени. Однако в отличие от первого 
способа, здесь будет иметь значение последовательность построения прямых, 
составляющих проективографический чертеж. 

Известна роль базовых проективных конфигураций в теоретическом ис-
следовании проективной геометрии. Так, например, конфигурация «полный 
четырехсторонник» позволяет ввести систему однородных координат на любой 
проективной плоскости, следовательно, любой проективографический чертеж 
может быть параметризован с помощью этой конфигурации. Конфигурации 
Паскаля и Паппа (как вырожденный случай) позволяют рассматривать кривые 
(коники) на проективографическом чертеже.

Конфигурация Дезарга позволит рассматривать коллинеации и гомологии 
на проективографическом чертеже. Таким образом, нахождение этих базовых 
конфигураций существенно обогатит набор методов работы и использования 
проективографических чертежей.

Рассмотрим подробно процедуру анализа проективографического чертежа 
на наличие в нем конфигураций полного четырехсторонника.

Поставленная задача решается в несколько этапов. Вначале на некоем про-
ективографическом чертеже определенного типа (в статье рассматривается 
одноэпюрный вариант 48-гранной октаэдрической системы плоскостей) про-
изводится поиск конфигураций (пока что ограничиваемся конфигурациями 
полного четырехсторонника).

На следующем этапе нужно определить соотношения между найденными 
конфигурациями. Сначала необходимо найти общие прямые, принадлежащие 
двум разным конфигурациям, затем — общие пары прямых, если таковые име-
ются, и, наконец, общие тройки прямых, если таковые имеются. 

Полученная информация используется для построения последовательно-
сти поэлементного получения проективографического чертежа того же типа 
с произвольными исходными данными многогранника ядра (очередность по-
строения прямых чертежа). 

Наиболее простая из вышеперечисленных конфигураций — полный че-
тырехсторонник, состоящий из шести взаимно пересекающихся линий и семи 
точек. Разумеется, в наиболее общем случае возможны совпадения двух вер-
шин четырехсторонника, и он становится трехсторонником. Но мы такой вы-
рожденный в проективном смысле вариант рассматривать не будем.

Рассмотрим проективографический чертеж октаэдрического 48-гранни-
ка общего положения (рис. 1). Он состоит из 46-и прямых (множество М0). 
Несмотря на обилие пересекающихся прямых, отыскать конфигурацию полно-
го четырехсторонника непросто. 

Для этого необходимо выполнить следующие действия. Рассмотрим все точ-
ки проективографического чертежа, степень инцидентности которых не менее 
трех (в которых пересекаются по меньшей мере три прямые) — множество М1.

Затем будем последовательно перебирать все четверки точек из М1 (кан-
дидаты, подмножество K), такие, что бы любые из трех точек подмножества 
K не лежали на одной прямой — это найденное подмножество четверок точек 
назовем M2.
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Рис. 1. Проективографический чертеж октаэдрического 
48-гранника общего положения

Последовательно рассматривая все элементы М2, будем отбирать из них 
только такие, у которых любые две точки из четверки инцидентны прямой на 
проективографическом чертеже. Выбранные в результате этого вторичного 
прохода элементы и будут составлять множество полных четырехсторонни-
ков — множество М3.

Пример одного из таких полных четырехсторонников показан на рис. 1. 
Следует особо отметить, что на проективной плоскости любые два полных че-
тырехсторонника эквивалентны, но на евклидовой плоскости имеются опре-
деленные особенности, приводящие к возможным различиям. Во-первых, 
приходится считаться с вырожденными случаями (в аффинном смысле, т.е. 
случаями параллельности противоположных сторон, когда четырехугольник 
представляет собой трапецию или прямоугольник, или ромб). Во-вторых, в 
невырожденных случаях имеются два различных варианта взаимного распо-
ложения его вершин: 1) когда выпуклая оболочка четырех точек представляет 
собой четырехугольник; 2) выпуклая оболочка является треугольником, а сам 
четырехугольник представляет собой невыпуклую фигуру (этот случай как раз 
и представлен на рис. 1). 

Поэтому в дальнейшем множество найденных конфигураций полного че-
тырехсторонника можно проанализировать на количественное соотношение в 
них конфигураций первого или второго типа.

Конфигурация Паппа состоит из девяти прямых и девяти точек. Поскольку 
конфигурация сложнее, чем полный четырехсторонник, то алгоритм поиска со-
ответственно усложняется. Назовем множеством Р множество из девяти точек 
и девяти прямых, удовлетворяющих условиям существования конфигурации 
Паппа. Вырожденные в проективном отношении случаи совпадения точек не 
рассматриваем. Последовательность алгоритмических шагов для построения 
конфигурации Паппа следующая:

1) для каждой прямой на проективографическом чертеже составим мно-
жество инцидентных точек, степень инцидентности которых не менее трех — 
получим 46 наборов множеств M2(i), i = 1…46;

2) последовательно рассматриваем каждую пару прямых из М0, и для 
каждой прямой из этой пары последовательно перебираем все тройки точек 
из М2(i1) и M2(i2), здесь i1, i2 относятся соответственно к первой и второй вы-
бранным прямым. Анализируем выбранную пару на удовлетворение условию 
замкнутого шестисторонника, у которого каждая сторона принадлежит мно-
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жеству M0, и при этом вершины шестисторонника в чередующемся порядке 
попеременно принадлежат М2(i1) и M2(i2). Таким образом последовательно 
перебираются прямые из М0 в качестве «строительного материала» для ше-
стисторонника;

3) для каждого случая выполнения условия 2 продолжаем проверку канди-
дата в конфигурацию Паппа — в множестве М1 должны найтись точки, инци-
дентные всем трем парам пересекающихся противоположных сторон шестиу-
гольника, и если это так, то добавляем все эти точки к множеству P. Осталось 
проверить наличие в М0 прямой, инцидентной полученным точкам пересече-
ний пар противоположных сторон. И если это так, то конфигурация Паппа по-
строена.

Затем можно рассмотреть 
более сложные конфигура-
ции, в которые входят полные 
четырехсторонники (напри-
мер, конфигурации Дезарга), 
и провести анализ проективо-
графического чертежа на их 
наличие, но эта отдельная тема 
будет рассмотрена в соответ-
ствующей статье.

Несмотря на то, что про-
ективографический метод ис-
пользуется в основном как 
инструмент формообразования трехмерных многогранных объектов [20, 21], 
возможно также применение непосредственно самих проективографических 
чертежей в архитектуре и дизайне для создания элементов декора наружных и 
внутренних стен и витражей (рис. 2). 
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A.V. Ivashchenko, T.M. Kondrat’eva

PROJECTIVE CONFIGURATIONS IN PROJECTIVE GEOMETRICAL DRAWINGS

The article focuses on the optimization of the earlier discussed computer method 
of obtaining new forms of polyhedra based on projective geometry drawings (trace Dia-
grams). 

While working on getting new multifaceted forms by projective geometry methods 
based on the well-known models of polyhedra on the first stage of the work it is required 



146 ISSN 1997-0935. Vestnik MGSU. 2015. № 5

5/2015

to calculate the parameters of projective geometry drawings, and then to build them. This 
is an often used apparatus of analytical geometry. According to it, at first the parameters 
of the polyhedron (core system of planes) are calculated, then we obtain the equation of 
the plane of the face of the polyhedron, and finally we obtain the equations of lines — the 
next plane faces on the selected curve plane. At each stage of application such a method 
requires the use of the algorithms of floating point arithmetic, on the one hand, leads to 
some loss of accuracy of the results and, on the other hand, the large amount of com-
puter time to perform these operations in comparison with integer arithmetic operations. 

The proposed method is based on the laws existing between the lines that make up 
the drawing — the known configurations of projective geometry (complete quadrilaterals, 
configuration of Desargues, Pappus et al.).

The authors discussed in detail the analysis procedure of projective geometry draw-
ing and the presence of full quadrilaterals, Desargues and Pappus configurations in it.

Since the composition of these configurations is invariant with respect to projec-
tive change of the original nucleus, knowing them, you can avoid the calculations when 
solving the equations for finding direct projective geometry drawing analytically, getting 
them on the basis of belonging to a particular configuration. So you can get a definite 
advantage in accuracy of the results, and in the cost of computer time. Finding these 
basic configurations significantly enriches the set of methods and the use of projective 
geometry drawings.

Key words: shaping of polyhedrons, projective geometry method, trace diagrams, 
automation, optimization, projective configurations, full quadrilateral, configuration of 
Pappus.
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