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РАСЧЕТ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ
С УЧЕТОМ ПОЛЗУЧЕСТИ СРЕДНЕГО СЛОЯ

Получены разрешающие уравнения метода конечных элементов для расчета 
трехслойных оболочек с учетом ползучести среднего слоя. Внешние слои оболочки 
при этом принимались упругими и изотропными. Проведено исследование влияния 
кривизны оболочки на рост прогиба за счет ползучести на примере сферической обо-
лочки, шарнирно опертой по контуру и загруженной равномерно распределенной на-
грузкой. Установлено, что с ростом кривизны оболочки влияние ползучести на прогиб 
снижается и может быть сведено к нулю. 

Ключевые слова: трехслойная пологая оболочка, ползучесть, потенциальная 
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Вопросам расчета трехслойных пластин и оболочек посвящено доста-
точно много публикаций, в т.ч. [1—11]. Но в большинстве из них расчет, как 
правило, ведется исключительно в упругой постановке. Однако пенопластам, 
используемым в трехслойных конструкциях в качестве среднего слоя, помимо 
упругих свойств, присуща вязкость [11, 12]. Поэтому для адекватного описа-
ния напряженно-деформированного состояния трехслойных оболочек необхо-
димо привлекать аппарат теории ползучести [13, 14]. Приближенная методика 
расчета трехслойной пластинки с учетом ползучести среднего слоя приводится 
в [12]. В настоящей работе рассматривается расчет методом конечных элемен-
тов трехслойных оболочек. 

Оболочка представляется как совокупность плоских треугольных элемен-
тов. Используемый конечный элемент изображен на рис. 1. В каждом узле та-
кого элемента имеется пять степеней свободы: перемещения верхней обшивки 

в ,iu  в ;iv  перемещения нижней обшивки н ,iu  н
iv  и прогиб wi. Толщины обшивок 

tн и tв считаем малыми по сравнению с толщиной оболочки h. Кроме того, при-
нимаем, что внешние слои передают нормальные и касательные усилия в сво-
ей плоскости, а средний слой работает только на сдвиг.

Рис. 1. Треугольный трехслойный конечный элемент
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Перемещения в пределах элемента могут быть выражены через узловые 
перемещения следующим образом:
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где ,i ix y  — координаты узлов. 
Деформации элемента определяются следующим образом [15]:
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Или в матричном виде 
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Потенциальная энергия деформации записывается в виде
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Связь между внутренними усилиями и деформациями имеет вид
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Подставив (1) в выражение для потенциальной энергии деформации и да-
лее применив принцип минимума полной энергии, получим систему линейных 
алгебраических уравнений

{ }*[ ]{ } { } ,qK U F F= +

где [ ] [ ] [ ][ ]T

A

K B D B dA= ∫  — матрица жесткости; { }qF  — вектор внешних узло-

вых нагрузок; { } [ ] { }[ ]T

A

F B dA D∗ ∗= e∫  — вклад деформаций ползучести в век-

тор узловых нагрузок.
Выражения для матрицы жесткости и вектора нагрузки записаны в локаль-

ной системе координат. Для составления системы уравнений МКЭ необходимо 
для каждого элемента выполнить преобразование к глобальным координатам.

Был выполнен расчет сфери-
ческой оболочки, изображенной 
на рис. 2, загруженной равномер-
но распределенной нагрузкой, 
при следующих исходных дан-
ных: модуль упругости обшивок  
E = 2 ∙ 105 МПа; коэффициент 
Пуассона обшивок ν = 0,3; толщи-
на обшивок t = 1,5 мм; толщина 
оболочки h = 80 мм; модуль сдвига 
заполнителя Gз = 2,5 МПа; радиус 
оболочки в плане r = 8 м. 

Закон ползучести принимался в виде
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i i iG K t d i xz yz
−∞

γ = τ + τ − τ τ =∫  (2)

где gi — сдвиговая деформация заполнителя; ti — касательное напряжение в 
заполнителе.

Ядро ползучести было принято в виде
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При таком ядре закон ползучести (2) представляется в дифференциальной 
форме
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где  γi
∗  — сдвиговые деформации ползучести заполнителя.

Дифференциальная форма закона ползучести позволяет вести расчет ша-
говым методом, определяя деформации ползучести в следующий момент вре-
мени при помощи линейной аппроксимации [16—20].

Рис. 2. Сферическая шарнирно опертая по 
контуру оболочка
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Расчет производился при различных значениях радиуса кривизны обо-
лочки. На рис. 3 показаны графики роста прогиба по отношению к прогибу в 
начальный момент времени w(t)/w(0) в точке А при следующих значениях R:  
а — R = 112 м; б — R = 224 м; в — R = 336 м; г — R = 672 м; д — R = ∞. Из 
рисунка видно, что с увеличением кривизны оболочки эффект ползучести сни-
жается. Для пластины (при R = ∞) отношение w(∞)/w(0) составило 1,34, а при 
R = 112 м прогиб за счет ползучести вырос всего на 3 %. 

Рис. 3. Сферическая шарнирно опертая по контуру оболочка

Таким образом, для трехслойных оболочек большой кривизны ползучесть 
заполнителя не оказывает влияния на прогиб.
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CALCULATION OF THE THREE-LAYER SHALLOW SHELL TAKING INTO ACCOUNT 
THE CREEP OF THE MIDDLE LAYER

The equations of the finite element method for calculation of sandwich shells taking 
into account creep were obtained. The shell is represented as a set of flat triangular ele-
ments. The thickness of the carrier layers is supposed to be small compared to the total 
thickness of the shell. It is assumed that the outer layers perceive normal stresses, and 
the average layer perceives the shear forces. In the derivation of governing equations we 
used variational Lagrange principle. According to this principle, the true moves of all the 
possible ones satisfying the boundary conditions, are the ones that give a minimum of the 
total energy. Total energy is the sum of the strain energy and the work of external forces.

The problem is reduced to a system of linear algebraic equations. On the right side 
of this system there is the vector of the sum of the external nodal forces and the contribu-
tion of creep strains to the load vector. The calculations were performed in mathematical 
package Matlab. As the law for description of the relationship between stress and creep 
strain, we used linear creep theory of heredity. If the core of creep is exponential, the 
creep law can be written in differential form. This allows the calculation by step method 
using a linear approximation of the time derivative. The model problem has been solved 
for a spherical shell hinged along the contour. The relationship between the curvature of 
shell and the growth of deflections was analyzed. It was found out that for the shells of 
large curvature the creep has no appreciable effect on the deflections.

Key words: three-layer shallow shell, creep, potential energy of deformation, finite 
element method.
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